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Importancia de la asignatura en la formaci6n del futuro Ingeniero

El rapido desarrollo de las actuales compitadoras, con su inmensa capacidad de calculo, con
su enorme rapidez, versatilidad, potencia de representacion grafica, posibilidades para la
modelizacion sin pasar por la formulacién matematica de corte clésico,... ha abierto multitud
de campos diversos, con origen no ya en la fisica, sino en otras muchas ciencias tales como la
economia, las ciencias de la organizacién, biologia,... cuyos problemas resultaban opacos, en
parte por las enormes masas de informacién que habia que tratar hasta llegar a dar con las
intuiciones matematicas valiosas que pudieran conducir a procesos de resolucién de los
dificiles problemas propuestos en estos campos.

Por otra parte, el acento en los algoritmos discretos, usados en las ciencias de la computacion,
en la informatica, asi como en la modelizacién de diversos fenémenos, ha dado lugar a un
traslado de énfasis en la matematica actual hacia la matemética discreta. Ciertas porciones de
ella son suficientemente elementales como para poder formar parte con éxito de un programa
inicial de matematica.

Para un profesional en sistemas de informacién, que precise una formacion que le permita
desarrollar investigaciones en la Informatica aplicada.le es muy importante dominar los
temas basicos y avanzados de la Matematica Discreta Hay temas fundamentales para un
ingeniero en sistemas tales como logica, dlgebra de Boole, méquinas de estados finitos y
grafos, métodos de demostracién, sistemas de numeracién y relaciones de recurrencia (i.e.
ecuaciones en diferencias) que no pueden ignorar.

Por todo lo expuesto se hace imprescindible que los alumnos conozcan y manejen
correctamente los conceptos basicos de la Matematica Discreta y que comprendan que son
necesarios para conseguir soluciones rigurosas a problemas de muy diversas dreas que
encontrarin en asignaturas posteriores del plan de Estudios. De igual forma se pretende que
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dichos alumnos desarrollen una capacidad de resolucion de problemas en la que tenga
importancia el anélisis previo a su propia resolucion.

¢ Aplicar métodos induetivos, deductivos y recursivos en la resolucién de situaciones
problematicas y demostraciones matematicas.

e Comprender los conceptos y procedimientos necesarios para resolver relaciones de
recurrencia.

¢ Aplicar propiedades y funciones definidas en los numeros enteros y enteros no
negativos.

e Caracterizar distintas estructuras algebraicas, enfatizando las que sean finitas y las
algebras de Boole.

o Aplicar propiedades de grafos, digrafos y arboles en la resolucién de situaciones
problematicas.

6 horas citedra de acuerdo a lo establecido en el plan de estudios.

Contenidos Minimos (Programa Sintético

e Logica proposicional Clasica y de predicados de Primer Orden.
e Teoria de Ntimeros.

e Induccién Matemética.

e Relaciones de recurrencia.

e Estructuras Algebraicas Finitas y Algebras de Boole.

e Grafos digrafos y arboles

Unidad 1: Calculo proposicional y cilculo de predicados

Proposiciones. Conectivos. Equivalencias logicas. Leves de la logica. Tautologias y
contradicciones. Cuantificadores. Implicaciones y derivaciones logicas. Componentes
sinticticos del cilculo de predicados. Variables libres y ligadas. Logica de primer orden:
sintaxis, seméntica, reglas de inferencias, sistemas deductivos.

Logros pedagégicos: Conocer la formalidad del lenguaje matemético y la
estructura de los razonamientos bien formados
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Umidad II: Teoria de Conjuntos

Comjuntos y subconjuntos. Las operaciones y sus propiedades. Producto cartesiano y
selaciones. Relaciones, matrices y digrafos. Propiedades de las relaciones. Relaciones de
eguivalencia y particiones. Relaciones de orden, elementos notables y diagrama de Hasse.

Logros pedagégicos: Manejar herramientas importantes para resolver
cuestiones afines a la asignatura con la computadora y conocer la
fundamentacion de las bases de datos relacionales.

Umnidad III: Teoria de Numeros

Divisibilidad. Algoritmo de la divisién. Maximo comin divisor y minimo comun multiplo.
Teorema fundamental de la aritmética. Congruencias. Ecuacién lineal de congruencias.
Teorema de Fermat.

Logros pedagégicos: Conocer las bases matematicas de las herramientas
utilizadas frecuentemente en teoria de la informacién

Unidad IV: Induccién y Recursividad

Conjuntos inductivos y Principio de induccién matematica. Definiciones recursivas.
Relaciones de recurrencia lineales homogéneas con coeficientes constantes con raices simples
¥ reales, complejas y simples, reales miiltiples. Relaciones de recurrencia lineales no
homogéneas.

Logros pedagégicos: Reconocer y resolver ecuaciones recursivas aplicando
metodologias especificas o un usando un proceso iterativo y que ademas sea
capaz de validar su resultado usando induccién matematica.

Unidad V: Estructuras Algebraicas Finitas

Operaciones cerradas. Propiedades. Definicién y ejemplos de grupos. Subgrupos. Grupos
ciclicos. Isomorfismo de grupos. Co-clases y Subgrupo normal. Teorema de Lagrange. Grupo
cociente.

Logros pedagégicos: Conocer la estructura de grupo y aplicarla para
disefiar codigos de deteccién de errores en codigo en bloque (codigos de

grupo)

Unidad VI: Algebras de Boole

Reticulo: definicién y ejemplos. Principio de Dualidad. Isomorfismos. Algebras de Boole
Algebras de Boole finitas. Maxitérminos y minitérminos. Formas can6nicas. Redes de
compuertas.

< >



Ezg 15 . 2 //‘7‘ 2, . ‘A/' . /[
Departamento Ingenieria en Sistemas de Informacion

Logros pedagogicos: Conocer la estructura mateméatica del Algebra de
Boole para poder aplicarla a problemas concretos y diferenciarla del modelo
matematico de grupo.

Unidad VII: Grafos, Digrafos y Arboles

Grafo: definicion formal y nociones elementales. Matrices de adyacencia y de incidencia.
Subgrafos. Caminos y ciclos de Euler. Caminos v ciclos de Hamilton. Isomorfismo de grafos.
Grafos dirigidos: definicién formal y nociones elementales. Matrices de adyacencia y de
incidencia. Caminos y ciclos de Euler. Caminos y ciclos de Hamilton. Caracterizacién de los
arboles. Arboles dirigidos y no dirigidos. Arboles con raiz. Recorrido de arboles.

Logros _pedagégicos: Usar grafos, digrafos y arboles para modelar
problemas concretos.

' Unidad VIII: Lenguajes, Gramaticas y Automatas
Operaciones con palabras. Operaciones con lenguajes. Clausuras de Kleene y Positiva de un
lenguaje. Gramaticas: definicion formal, obtencién de palabras y clasificacion. Lenguajes
regulares y autématas finitos.

Logros pedagégicos: Se pretende dar una introduccion al tema Lenguajes,
graméticas y autéomatas que profundizardan en la asignatura Sintaxis y

Seméntica del Lenguaje con el objeto de relacionar muchos de los temas
desarrollados durante el cuatrimestre en un tema especifico de la carrera.

Al considerar el aprendizaje como construccién no se puede aceptar una separacion arbitraria
entre teoria y préctica: la propuesta es acercarse a los problemas integrando la teoria con la
practica como forma de generacién de conocimientos y vinculando al alumno de una forma
més interesante y agradable con la disciplina, utilizando nuevas tecnologias y distintas
estrategias didacticas segin la unidad.

En las clases, que seran tedrico- practicas se inducir4 al alumno a participar activamente ; se
pondré especial énfasis en formar al estudiante como un investigador en el tratamiento de
cada uno de los temas abordados induciéndolos a formular, probar y modelizar.

Con referencia a las demostraciones de propiedades solo se haran las que por su aporte a la
formaciéon se consideren pertinentes, otras, "propiedades menores", que generalmente
aparecen en la guia de Trabajos Précticos, las haran los alumnos con la ayuda del docente; er
todos los casos se priorizara el conocimiento y manejo de las hipétesis al hecho de podet
demostrar algo que tiene dos inconvenientes: por un lado est4 en todos los libros y por el otre
1a estudian de memoria.

Se le daré especial importancia al desarrollo de la capacidad creativa, que a lo largo de I
carrera y en su profesion le permitira ser sensible a los cambios del contexto cuy:
consecuencia es lograr soluciones especificas adaptadas a cada circunstancia.

>
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Meadiante el anilisis de datos para el uso de propiedades se facilitarA una actitud de
comprobacién sistematica de la validez de los supuestos sobre los cuales se basan
afirmaciones. :

Se relacionaran cada una de las unidades tematicas con otras asignaturas con el objetivo de
favorecer una actitud interdisciplinaria en el tratamiento de los problemas.

Concretando, esta propuesta apunta a la combinacién integrada de conocimientos,
habilidades y actitudes conducentes a un desempefio adecuado y oportuno en diversos
contextos.

FormasﬂeEvaluamon o
La evaluacion de los conocimientos a qumdos es continua y se formaliza de la s1gu1ente
forma:

a) Entrega y defensa de un Trabajo Practico integrador con problemas (no ejercicios) a
resolver en grupo y defensa individual que incluye todos los temas del programa.

b) Aprobacion del 75% de parciales correspondientes a cada una de las unidades a
desarrollar ( evaluacion de proceso)

¢) La aprobacién de un Parcial integrador que abarca todos los temas de la materia, que
segiin la normativa puede ser recuperado dos veces

d) Si ha cumplimentado las instancias anteriores est4 en condiciones de rendir el examen
final que est4 dirigido y prioriza (como durante toda la cursada)la formacién de un cuerpo de
conocimientos)

Algo para tener en cuenta es que todos los documentos escritos entregados por el alumno se
les corrigen y entregan para que puedan consultar acerca de sus errores.

Se armarén equipos mtegrados por un minimo de cuatro alumnos y un méaximo de seis los
cuales propondrin y llevardn adelante una idea-proyecto de caricter técnico-
administrativo relacionado con la carrera dentro del irea de su interés. A partir de la idea,
construirdn en forma gradual cada pieza clave mediante la utilizaci6n de los procesos
necesarios aprendidos en el transcurso de la asignatura.

Bibliografia obligatoria

1 Dorronsoro, J. .,Hernandez, E. ; 1996; Ntmeros, grupos y anillos,; Addison Wesley
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2. Granado Peralta, S.; 2009; Matematica Discreta; Editorial CEIT

3. Isasi; Martinez & Borrajo; 1997; Lenguajes, Graméticas y Autématas :un enfoque
practico ;Addison Wesley

4. Johnsonbaugh, R; 2005; Matemiéticas Discretas; Prentice Hall.

5. Ross, K.,Wright,R ; 1990; Matematicas Discretas ; Prentice Hall

Bibliografia complementaria

Grassmann,W.; Tremblay,J ; 1998; Matematica Discreta y 16gica, Prentice Hall
Kolman Busby, Ross; 1996;Discrete Mathematical Structures ; Prentice Hall

Liu, C. L; 1995; Elementos de Mateméticas Discretas;. Mc.Graw Hill

Scheinerman, E. ; 2001; Matematicas Discretas, Math;

Tremblay, J.Manohar, R.; 1996; Matematicas discretas con aplicaciones a las
ciencias de la computacién; CECSA
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Célculo proposicional y clculo de predicados

1.1 Sabiendo que p = “Marcos es un bebé”, g= “Marcos es feliz” escribir las siguientes
afirmaciones en forma simbblica

a) Marcos no es un bebé o es feliz

b) Marcos es un bebé y es feliz

¢) Marcos es bebé o es feliz

d) Si Marcos es bebé entonces es feliz
€) Marcos es feliz si y s6lo es bebé.

1.2 Identificar las proposiciones simples y expresar simbdlicamente

a) Mateo es alto y Marcos es pequeilo y agil.

b) Sixesun nimero menor que yy y es menor que z entonces x es menor que z.

c) Si no vi mal, Carlos conducia un auto colorado y deportivo y estaba
acompaifiado por una mujer rubia.

d) Lainflacién cedera siy sélo si se reduce el gasto publico.

e) Habri un brindis s6lo si no llueve.

1.3 Construir en cada caso la tabla de verdad, indicar si se tr: e una tautologia,
contingencia o contradiccién e identificar loy enunciados _e_qgivalente&)

a) (pAr(p=>q)=4q

b) p=>9=(-pva)

c) (p=2gParl@g=>))=(p=>r)

d) (pegeo((@rgvi-pr—q)
e) -(pv(gan)e=((pvg A(pvr)

1.4 Considerar las proposiciones p, q, r y contestar cada una de las siguientes
cuestiones:

Usando la tautologia p v — p, demostrarque (p=q) v - (—qAp)
es una tautologia

b) Sin hacer la tabla de verdad mostrar que las siguientes proposiciones son
equivalentes: [ (pv@) = r] y[(p=>1)Ar(g=>T1)]

¢) Idempara[(pvg)=r] y [-r=-(pvq)]
d) Si(—p v q) es falso dar el valor de verdad de p

Dar los casos para los cuales la proposiciéon (q=[ (~pvr)A—sa[-s=(=r A

q)] es verdadera

f) Dar un ejemplo de una proposicién compuesta que sea verdadera si a lo
sumo dos de las tres proposiciones simples son verdaderas

g) Demostrar que p =(g=r) ¥y (p » @) =T son equivalentes
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Célculo proposicional y cdlculo de predicados

1.5 Para cada una de las siguientes proposiciones se pide negarlas y simplificarlas

a) (pvy=gq

b) pv-@all=pv@v(=(=pv -1)Ardg]
¢) [[(pvaar]lv-q

d) pvogqvli(pr darpv-qal(=prg)l

e) (pvisan @Q)v(—=qgns)

D MlprDarlvi(paTr)a=Tllv=ql=s

1.6 Considerar el siguiente enunciado: “Si estudio Matematica Discreta, entonces
aprobaré el final”. Se pide escribirla en lenguaje simbolico y dar los enunciados
reciproco, inverso (comtrario) y contrarreciproco en forma coloquial ¥
simbolicamente.

1.7 Para la proposicién “ si un poligono es un tridngulo entonces la suma de sus dngulos :
interiores es 180°, se pide:

a) Escribirla simbélicamente

b) Dar su valor de verdad

c) Escribir la reciproca, la contrarreciproca y la contraria
d) Dar el valor de verdad en cada caso

1.8 Probar que las siguientes proposiciones son tautologias

a) ((pv @ ~—p)=q (silogismo disyuntivo)

b) (pA(p=q))=q (modusponens)

¢) p=(pv q) (leyde adicién)

d) (pA @ =p (ley de simplificacion)

e) ((p=q) A (g=1)) = (p=>r) (silogismo hipotético o implicacion logica)
f) ((p=9) ~—q)=-p (modus tollens)

1.9 Para cada uno de los siguientes casos indicar las reglas de inferencia que se usaron:

a) Si Pedro descubre que el auto est4 chocado, se pondra furioso. Se que Pedro estd

al tanto de que el auto esta chocado. Por lo tanto Pedro se pondré furioso.

b) Sabemos que Mario compraria un Ford o un Corsa. Mario no comprd el Corsa. Por

lo tanto Mario compro el Ford.

¢) Si yo lo hice, estoy arrepentida, si no lo hice también estoy arrepentida. Por lo

tanto estoy arrepentida.

110 Dar la validez de los siguientes razonamientos

a) [(p=1)A(=p=>Q A(g@=s)]= (—r=s)
b) [[(-pv—-q = T =8)]r>t) A-t]=p
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Calculo proposicional y calculo de predicados

o) [palpv@alg= T=8)]A(t =1)]=(—svat)

1.11Considerar las siguientes proposiciones abiertas:
p(x) :x < 4;q(x) : X + 2 es impar ;r(x) :x >0, definidas sobre el conjunto Z, de los

nameros enteros. Se pide dar, justificando, su valor de; verdad:
a)p(o);b)q(-4);c)-r(2);d)[p(2) AQ (-3)] = r(2)g)3x: [p(x) A —-q(x)]; fvx : [r (x)Ag (x)]

1.12 Considerar, sobre el conjunto de los niimeros enteros, las siguientes proposiciones
abiertas:

p(x):x*-7x+10=0
q(x):x*-2x-3=0
r (%): X<0

a)Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificar cada afirmacion :

v x[p(x)= —,r(x)] v x[q(x)= r(x)]3 x[q(x)= r(x)] 3 x[p(x) =r1(x)]
b)Dar las respuestas anteriores sobre el conjunto de los nimeros naturales

¢) Dar las repuestas si el universo son los niimeros 5, 2

113  Considerar el conmjunto N de los nfimeros naturales, y las siguientes
proposiciones abiertas: p (X; y) ="y es muiltiplo de x"
Determinar el valor de verdad en cada uno de los siguientes casos:

a)vx3y : p(x;y); b)vy3x : p(xy) c)Fyx: p (x;y)d)3x3y : p(x5Y)

114 Para la siguiente proposicion abierta: p(x;y) y -x =y + X, definida para el
conjunto Z de los niimeros enteros, se pide:

a)p(0;0), b)p(1;1), ¢) p(0; 1), d) p( 0;3),¢) Yy, p(o;y), ) 3y p(1;¥),
g) VX,V y p(x;y), h) vx 3y p(xsy), 1) 3y vx p(x;y), §) Vy 3xp(x; y)

1.15 Con referencia al ejercicio 1.12., dar los valores de x para los que es verdadera
proposicion [p(x)/\ q(x)]A r(x)

1.16 Considerar el universo de los poligonos de tres y cuatro lados y las siguientes
proposiciones abiertas:

a(x): todos los dngulos internos son iguales
e(x): x es un tridngulo equilatero

h(x): todos los lados de x son iguales

i(x): x es un triangulo isosceles

p(x): x tiene un 4ngulo interior mayor que 180 °
q(x): x es un cuadrilatero

r(x): x es un rectangulo
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Célculo proposicional y cilculo de predicados

s(x): x es un cuadrado
t(x): x es un triangulo

Dar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

v x[q vt x)];v’ x[l (x)=>e x)],ﬂ x[t (x)a p(x ]V x[a X =>e(x]
x[ (a(x)n t(x)) = e(x ]3 x[q(x)a -r(x)]3 x[r(x)n -s(x) ;¥ x[h(x)A e(x)];
v x[ (h(x)r q(x))~ s(x)] 3 x[q(x)a p(x)]¥ x[r(x)=-p(x)];
v x[a x):»—:(e(x)@r(x))]
v x[s(x)c(a(x)/\ h(x))];v x[t(x):(a(x)@h(x))]

1.17 Identificar las variables libres y acotadas en las siguientes proposiciones definidas en su
dominio

Y xV y[sec2x- sec’y = tang”x - tangzy];\/ x3 z[cos(x-l—y) =sen(z- x)]
3 x3 yl:x"’-y2 =z];3 x[xy=y]

1.18
Negar y expresar en funcionde:— ,A ,v

3 x[p(x ]5 [ p(x v q( ) :r(x):l;v x[p(x):q(x)]}v’ x[p(x)/\ —»q(x)]

1.19 Dar el valor de verdad de las siguientes proposiciones definidas en el conjunto de los
numeros reales:

Ix3y[xy =1];3xvy [xy =1];vx3y[xy =1];
Vxvy| senx + cos®x = sen’y + cos”y |;3x3y[ (2x+y =5)A(x-3y =-8) ]

1.20 Para la proposicién: V x3 y[x +y= 17] determinar su valor de verdad en los conjuntos

de los enteros; naturales; enteros para x, enteros positivos naturales) para y; enteros
positivos para x, enteros paray
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Teoria de Conjuntos

1. Los conjuntos v sus operaciones

1.1 Considerar los conjuntos A = {a,{a},b}yB = {a,{b},b}e indicar, justificando, el

valor de verdad de los siguientes enunciados:

a)ag A,b)aeB,c){a}eAd){a}eB,

e)ac A,flacB,g){a}oAh){a}cB,

(b} < A,){b} B, 10{{b}} = AD{{b}}

m){{a}} @ A,n) {{a}} ¢ B,o){a, ta}} & A,p){a,{a}} eB

1.2 ¢Cuéles de las siguientes proposiciones son verdaderas?

a)o €2 ;b)o ¢ ;00 ¢ {2);
dze{z,al;e)o C{z,a};N3A/2CA

1.3 Para cada uno de los siguientes enunciados determinar si son verdaderos o falsos;
demuestre si es verdadera y presente un contraejemplo si es falso.

a) AnBcAcAUB

b) BcA=ANnB=A<AUB= B

¢c) ABcCoAUBceC

d) CcAB=CcAnB

e) (A-BJu(B-A)U(ANB)=AUB
f) AC(A B)oAmB %)

g (ANB)=AUB

1.4Si A y B son conjuntos cualesquiera. Desarrolle completamente cada una de las siguientes
operaciones de conjuntos usando propiedades.

a) (AuB)m(Xm§)=

b) [(AnB)-A]U[B-(ANB)]=
¢) (A-B)u(B-A)=

d) (A-B)nB=

e) (Am_ﬁ)u(AmB)u(Br\K)=

1.5 Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A U B, An B, A-B, B-A
y represente geométricamente en la recta real, los conjuntos A, B y cada uno de los
obtenidos

a) A=[-2;5], B=(0;7)
b) A=(-oc; 6], B =[-2; 4)

C) A =(-5;3], B ={-5’ 50, 9}



U.T.N.F.R.B.A.-DEPARTAMENTO DE INGENIER{A EN SISTEMAS DE INFORMACION
MATEMATICA DISCRETA — CATEDRA GRANADO PERALTA
ANO 2011
TRABAJO PRACTICO N° 2

Teoria de Conjuntos

d) A= (-x; 6),B=(9; +x)
e) A= (-o; 6),B=[6; +x)
f) A= (-; 6),B=[-6; +c)

1.6 Sea A un conjunto, llamamos conjunto potencia o conjunto de partes de A y lo
indicamos P(A) al siguiente conjunto:

() =xx C A}

a)calculary / o expresar el conjunto de Partes para cada uno de los siguientes casos:
A={-1,2,3L A={(a;b), (c; )}, A=, A=(-3;2], A={1, {1, 2}}

b) Probar que para dos conjuntos A y B se verifica que:

1.P(A)nP(B)=P(ANB);
2.P(A)UP(B)C P(AUB)

1.7 Sea U un conjunto universal y sea I un conjunto de indices, para

UBib

i€l

cadaiel, sea B, C UDemosu-ar quesi A C U se verifica: A N

Enunciar y demostrar la expresion dual.

2. Producto Cartesiano

2.1 Probar o refutar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones
sabiendoque A,B,Cc U

a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

b) (ANB)xC=(AxC)n(BxC)

¢) (AxA)-(BxB)=(A-B)x(A-B)
d) (AUB)x(AUB)C(AxB)U(BxA)
e) Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

2.2 Mostrar que, para cualquier conjunto A, {a, b} xA= ( {a} x A) U ({b} x A)
2.3 Para un conjunto finito A de cardinal 2, se pide:

a) Explicitar: |A2|,[P(A)y[P(A%)|

b) Contestar las mismas cuestiones para el conjunto vacio
c¢) Contestar las mismas cuestiones para un conjunto finito A de cardinal n.

2.4 Sean A,B dos conjuntos , probar o refutar cada una de las siguientes afirmaciones:
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AAXB=CO<A=0vB=0
b)AxB=BxA<A=B
c) P(A) xP(B) = P(Ax B)

25Seane N,[l, n} = {x eEN/x< n} y(A]- ) una familia de conjuntos, se pide:

1EN
a)Sin=2y IAII =m, IA2[ =T caracterizar a los elementos de A; x A

b)Caracterizar los elementos que pertenecen a A XA, x Ay x......... xA ;sije N,Vj,j=1,n

3.Relaciones

3.1 Para los conjuntos A={x €Z/-2<x< 6}yB={x €Z/-1<x< 4}ylas relaciones

R C AxB,S C A x B definidas por: aRb <=>3|a-b,S={(x;y)/y=2lx!},sepide:

a) Un diagrama para la relacién R
b) Larelacién S por extensién
¢) Por comprensién R NS

d) Dominio e imagen de R,S,R™,S

3-25ea A ={-2, 0, 2,1}y las relaciones que se dan a continuacién, definidas en A x A:

Ro={(x;y) / x=y}, Re={(x; ) / y=2 - x}, R3 = {(%; ¥)/ y = x*-4 }, Ry={ (x;y) / x2 + y2=1},
Rs={ (xy) / x2 + y2218}, R ={ (xsy) / 2 + y2 <18},

Se pide:

a) Cada una de las relaciones por extensién
b) Dominio e imagen en cada caso
¢) Larelacion inversa y la complementaria para cada una

d) Ri- Ry
e) RanRy
f R3U Ro
g) (Ry)?

3.35ean A y B dos conjuntos y RCAxB,SCAxB, probar la validez de las siguientes

afirmaciones:

AR CS=R* CSHHRCS & SCR;Dg, =Ig;dlp , =Dp:e)(RNS)* =R* NS

H(RUS)” =R US™g)RNS)=RUSRNS)=RUS
3-4 Completar con <, >, 6 = segtin corresponda

a) |AxB].......... |BxA]|
b) Si Rc AxBentonces|R]..... |RT{
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¢) SiRc AxBentonces |R]....... [T
d) SiRcAxBentonces |[AxB]....... R|
e) SiR,ScAxBentonces| RNS|..|R|

f) SiRc A x B entonces !El ........ |(A xB)- RI

4. Manejo Matricial de Relaciones

4.1 Considerar los conjuntos: A = {x eN/x<3 }yB = {x €eZ/-1<x< 3} Se define la
relacion R CAxB, xRy & y=x+1. Se pide:

a) Dominio e imagen de R

b) Formato de la matriz de la relacion R

¢) Domino e imagen de la relacién reciproca R

d) La matriz de Ry la traspuesta de la matriz R

e) Dominio e imagen de la relacién complementaria de R y el formato de su matriz

4.2 Considerar el conjunto A = {1,2, 3,4, 5} y las relaciones
R,S definidasen A,dadas poraRb < b = a-1y
S ={(2:4),(3:5),(151),(5:3)(432),(4;3)} - Se pide:

a) Las matrices Mr y Ms de las relaciones R y S respectivamente
b) Formato de la matriz de la relacién complementaria de R

c) Formato de la matriz de la relacién total (AxA)

d) Matriz de la relacién vacia

e) Matriz MR-, delarelacion inversa de R

4.3 En el conjunto F = { {a, b}, {c,d }, {a, b, ¢}, {d, e}, {f, g}, {g, h, i}, {g}} se define R se define
de la forma que se da a continuacién: x Ry XY

Se pide:

a) Larelacion R por enumeracién

b) La matriz de la relacién

¢) La matriz de la relacién reciproca

4.4 En el conjunto F = { {a, b}, {c ,d }, {a, b, c}, {4, e}, {f, g}, g, h, i}, {g}} 1a relacién S se

define por su matriz
{a,b} |{cd} |{ab.c}|4{de} |{fgt |{ghi}|{g}
{a,b} |o 1 o 1 1 1 1
{cd} |1 o o} o} 1 1 1
{a,b,c} | 0 o 0 1 1 1 1
{de} |1 o 1 o 1 1 1
{fig} |1 1 1 1 o] 0 0
{g,h,i} | 1 1 1 1 o) o o
‘ =i§} 1 1 1 1 0 o o
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Se pide:
a) Larelacion S por enumeracién
b) Las matrices de la relaciones reciproca y complementaria

5  Relaciones v Digrafos

5.1 Enelconjunto A = {a, b,c, d} se definen las relaciones
R = {(&a),(3b), (). (b5b). () (bic). csa), ()}
= {(asa). (b5b). (e, (). (). () (i)}
Se pide:

a) Eldigrafo para cada relacién
b) Los digrafos para las relaciones RNS,R US

c) Los digrafos para las relaciones R -S,S-R!

5.2 Dado el conjunto A = {a, b, c,d, e! ylarelacién R: A — A cuyo digrafo es:
a [ ]
e
L ]
v
K b . /
d c 0

a) R por extensién y su matriz Mg
b) Ry sudigrafo

¢ R y su matriz
d) (R)7, M_, yeldigrafo
E|

Se pide:

5.3 Paralos conjuntos A ={1,2,3,4},B={1,4,9,7,11},C = {1,5,10,12,15} y Ias relaciones
RCAxB,SCBxCdefinidaspor:aRb«< b=a%,bSc «d=c+1
Se pide: -

a) Dar cada relacién por enumeracién

b) Dar SoR y Mg

c)Mostrar que (SoR)-1 =R7%0S§™

d)SiT < Cx D, siendo D = {1, 0, 10}, T ={(5; 5), (10; 1)} mostrar (ToS)oR = To(SoR)
e) Mostrar que (S U T) oR = (SOR) U (ToR)

f) Calcular R®, R”, idem para la relacién S
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010
5.4S5ea Mp =1 1 1|lamatriz de la relacién R definida en A= {a, b, c} . Describir las
010

matrices de R",R™® ydeR"

6 Propiedades de las Relaciones

6.1 Estudiar las propiedades de la relacién R, dada por su matriz M definida en el conjunto
indicado en cada caso

[1

111 1

B Ko 1. I

DA ={1,2,34,5,,Mp =0 0 1 1 1
000 11

0 0001

11100

11100
b)A={1,2,3,4,5},Mz=|1 1 1 0 o
T S T R

000 1 1

6.2 Sobre el conjunto A = {a, b,c, d} dar un ejemplo de:

a) Una relacion reflexiva y simétrica pero no transitiva
b) Una relacién reflexiva y transitiva pero no simétrica
¢) Una relacion simétrica y transitiva pero no reflexiva
d) Una relacién simétrica y antisimétrica

6.3 Dar condiciones para las que una relacién no es reflexiva, no es simétrica, no es
transitiva, no es antisimétrica.

6.4 Estudiar las propiedades de cada una de las siguientes relaciones definidas en el
conjunto indicado en cada caso:

a) RCN2%aRbe alb
b) RCZ%aRb alb

¢) RCN?aRbe JkeN / a® = kb ,dar los elementos de los
conjuntos {n /4Rn}y {m/ mR4}

10
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d)RCP(A)xP(A),X,Y,Z € A Zesfijo,XRY & XNZ=YNZ
e) Para los conjunto A = {0, 1, 2, 3, 4} v Z ={2, 3,4} aplicar el resultado anterior

) RCR® xRy & |3-y|=|y-3
g) SobreNx N, (x;y)R(z;t) & x <zAylt

h) Sobre Zx Z,(x;y)S(zt) & (-1)" = (-1)" A 2|t -y

6.5 Sean Ry S relaciones definidas sobre A, probar o refutar cada una de las siguientes
afirmaciones:

a) Resreflexiva=RNR! =2

b) Resreflexiva <A, CR

¢) SiR esreflexiva y]A[ =n= IR[ >n

d) SiR ySsonsimétricas => R US es simétrica

e) Sea R una relacion definida sobre un conjunto no vacio A, tal que Dom(R)= A, siR es
simétrica y transitiva entonces R es reflexiva
f) SiR,Sson transitivas = R U S es transitiva

g) SiR ySson antisimétricas = R M S es antisimétrica

h) SiR ySsonsimétricas= R oS yScR son simétricas
1) Restransitiva < RoR CR

7) R,Sson transitivas = RoS y SoR son transitivas

k) SiR,Sson reflexivas < RoS y SoR son reflexivas

6.6 Sea R una relaci6n definida sobre un conjunto A, que es simétrica y transitiva pero no es

reflexiva. Para la relacion complementaria R , dar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones, justificar adecuadamente.

a) R es reflexiva

b) R es simétrica

c) R no es antisimétrica
d) R es transitiva

7. Relaciones de equivalencia

7.1 Analizar cuales de las siguientes relaciones son de equivalencia y en caso afirmativo
describir las clases de equivalencia correspondientes.

a) Sobre Z: mRn siy solamente si m y n son coprimos.

b) SobreZ: a Rb siy solamentea < b.

¢) Sobre R 2 definimos: (x; ¥) S (Xo; Yo) si y solamente y = yo.
d) SobreZ: mR n siy solamente m - n es par.

11
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7.28eaf : A — B una funcién, la relacién aRb < f(a) = f(b) se llama relacién asociada a f.
Sepide:
a) probar que es una relacién de equivalencia
b)dar las clases de equivalencia para la siguiente funcién real F: R — R
X-1,8i<x-1
F(x)=13,si 1<x<2
x*,8six>2

7.3 Considerar el conjunto R de los ntimeros reales y la funcién f(x) = senx, aplicar el
resultado anterior, dar las clases de equivalencia y el conjunto cociente.

7-4 Para las relaciones d), e), f) h) del ejercicio 6.4 dar las clases de equivalencia y el conjunto
cociente.

7.5 Probar si las siguientes relaciones son de equivalencia en el conjunto A donde estin
definidas.

a) A=ZneN,aRb « n.’a—b

b) A=R,aSbea=bvab=7

¢) A=R,aSbea=bva®b?=17

d) A=RaSbe b-acz

e) A=R%(xy)S(zt) o x =z Aly-6|=|6-1]

) A=N%(xy)R(zt) @ x-z=2kk €ZA(t-2y)eN

8 A=R%(xy)S(zt) & 5x% -x- 52° +z=y-t

7.6 Para el conjunto A = {1,2, 3,4,5, 6} , indicar, justificando, cuéles de las siguientes son
particiones. Cuando corresponda dar la relacién de equivalencia que la determina.

a){{1.2}.{5.6}.{3}}
b){{1.2,3,4,5,6}}
A{{r.4}.{2.3.1}.{5.6}}
O{{s}. {1}, {4}.{2}.{6}.{3}}
e){{2,3,4},2.{1.5,6}}
n{{4}.4-{a}}

7.7 Sea A un conjunto y sean { Ay s As Yy { B =l . B } dos particiones de A.
Probar {{AinB; coni=1,n A j=1,m} - &} es una particién de A

7.8 Indicar cules de las siguientes son particiones del conjunto N, de los néimeros naturales

a){{n:n>5}{n:n<5}
b){{n:n>5}{1},{2,3,4,5}

12
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J{{n:n2>m1}, {n:n2<11}}
d{{n:n>0}{n:n<o}}

7.9  Responder las mismas cuestiones con referencia al conjunto R, de los nimeros reales

7.10 Sean A y B dos conjuntos no vacios en los que estin definidas, respectivamente, las
relaciones de equivalencia R y S. Probar que en el conjunto producto cartesiano A x B, la
relacién T definida como sigue: (a; b) T (c; d) < a Rc A b S d es una relacion de
equivalencia, hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente.

7.1  Sea A un conjunto en el que estin definidas las relaciones de equivalencia R y S.
Probar que RS es una relacion de equivalencia. Determinar las clases de equivalencia y
el conjunto cociente.

7.12  Considerar el conjunto Z, de los nimeros enteros y las siguientes relaciones R, S
definidas sobre Z de la forma que se da a continuaci6n:

R = {(a;b)0Zx Z / a>- b2= 7k,k[0Z}, xSy [0 2| x - y . Se sabe que S es de equivalencia.

Se pide dar las propiedades de R, hallar

RIS, si es de equivalencia, dar las clases de equivalencia y el conjunto cociente, si no lo
indicar cual es la propiedad que no se verifica .Justificar adecuadamente cada

afirmacién.

7.13 Si A es un conjunto tal que |A| = 90 ¥ A;, A, A;, son clases de equivalencia
donde |A,| = |A,| =|A,]. Se pide indicar el cardinal de la relacion de equivalencia que
determina tal particién.

8. Conjuntos Ordenados

8.1 Probar que las siguientes relaciones son de orden. Indicar si es un orden total y /o
un buen orden. Si corresponde hacer el diagrama de Hasse.

a)Sea A ={a,b},enP(A)sedefinexRy < xCy

b)SC Rz, xSy < x >y, R es el conjunto de los niimeros reales

¢)Sobre R xR, (x;y)S(z;t) & x >2zAy <t, Res el conjunto de los niimeros reales
d)Sobre Nx N, (x;¥)S(z;t) < xlz Ay >1,N es el conjunto de los nimeros naturales
e)En A = {2, 4, 6, 8, 10}, xRy« y el miltiplo de x

f) En A={x=2%,n €N, 2 < n < 6}, xRy<x|y

8.2Considerar el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} con el orden dado pof el diagrama de Hasse
4 )<5

13
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De los siguientes subconjuntos {1, 2, 4},{3, 4},{1, 2, 3}.{5, 2, 3}{5, 4}.de A , indicar
cuales son cadenas y cuales no.

8.3Sea el conjunto A={a, b, ¢, d, e, f, g}con el orden dado por el diagrama de Hasse, dar
todas las cadenas que contengan , al menos, tres elementos.

8.4Sobre N2 se define la relaciéon (x;y)S(z;t) & (2x+1).2"' <(2z+1).2%. Probar que es
una relacién de orden total y ordenar, segiin S, los elementos del conjunto
A={1,, 3}2

8.5Sean (A <<)y(B; z>) dos conjuntos ordenados. Se pide:

a) En A xB definir la relacion R, (x;y)R(z; t) £ X K zAy D ty probar que es de orden

(orden del producto)
b) Indicar, justificando, si A x B queda totalmente ordenado si Ay B lo estan

8.6 Considerar el conjunto N de los niimeros naturales y las relaciones:
R, CNxN,aR,b« ajb yR, CNxN,aR,bsa>b.

a) Definir el orden del producto e indicar si el conjunto queda totalmente ordenado por esa
relaciéon

b) Considerar{3,6,11} , restringir el orden del producto y hacer el diagrama de Hasse
D, = {x €N, x|35} ordenado por la divisibilidad y P(A) con A = {a, b} ordenado por la

inclusién. Se pide el diagrama de Hasse para D, xP(A).

8.7 Sean (A;<,, ) y(Bi<, ) dos conjuntos ordenados. En el producto cartesiano A x Bse define
(7)< (zt) & (x =zAx <, z)V(x = 2Ay <, t).Se pide demostrar que la realcion es de orden
e indicar si el conjunto queda totalmente ordenado.

8.8Probar o refutar con un contraejemplo:

a) Un conjunto A est4 bien ordenado por R siy solamente si est4 totalmente ordenado por R
b) Si R es una relacion de orden en Ay & # B ¢ A entonces R n (BxB) es una relacién de
orden

14
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¢) Si R es un orden en A entonces R es un orden en A

d) Si un conjunto A esta parcialmente ordenado por R entonces ningiin subconjunto no
vacio de A esta totalmente ordenado por R

e) Si R es una relacién de orden y S una relacion de equivalencia definida en el mismo
conjunto A entonces R NS es una relaciéon de orden

8.9 Para el conjunto ordenado del ejercicio 8.3, se pide

a) Hallar maximales y minimales
b) ParaB= {c, d,f } JC= {a, b} , D= {f, b} yE= {c, d} dar cotas superiores e inferiores

¢) Repetir las cuestiones anteriores pero con el orden reciproco
d) Indicar en cada uno de los casos anteriores si hay maximo y / o minimo

8.10Para A = {(0;0),(1;0)(2;0)(3;0),(031),(1;1),(231),(3:2),(032).(3:2) (152) J(252)}
ordenado por (x;y)S(z;t) < x <zAy<t. Se pide:

a) El diagrama de Hasse
b) Las cotas superiores, inferiores, supremo, maximo, infimo y minimo para

B={(1;1),(12),(2;1) }

8.11Considerar el conjunto A C ( R; 5),A = {x ceR/x*> 49}e indicar si esta acotado, si
corresponde dar méximo y / 6 minimo.

8.12 Hallar, si es posible, el conjunto de maximales, minimales, méximo y minimo para
cada una de los siguientes casos. Justificar

a) (P(A):c)
b (N )
o (N-{1}])

8.13 Hallar el conjunto de maximales, minimales, cotas superiores, cotas inferiores,
indicar si hay maximo y / o minimo para B en cada uno de los siguientes casos:

a) En el conjunto N, de los nimeros naturales, ordenado por la relacién “divide a“,
considerar B =D, = {x €N, xln}

b) En el conjunto N, de los niimeros naturales, ordenado por la relacién “divide a“,
considerar B ={2, 3, 4, 5,.....,198, 199, 200}

¢) En el conjunto A ={1,2,3,9,4,8,16,25,32,64,27,81} ordenado por: a Rb < "b es miltiplo de
a”, considerar B ={2,3,4,16}. '

8.14 Se considera en D,s x N el orden del producto correspondiente a tomar el orden
divisibilidad en el primer factor y el orden usual en el segundo factor.
Sea S ={(2;2), (2;3), (3;2), (6;3), (651), (4; 2)}. Se pide hallar:

15
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a) Si existen, las cotas superiores e inferiores,
b) Elementos maximales y minimales,
¢) Méaximo, minimo, supremo e infimo de S.

8.15Probar o refutar con un contraejemplo

a) Todo conjunto ordenado tiene al menos un elemento minimal.

b) Si A es un conjunto ordenado y @ #B cA , entonces ninguna cota

( superior y/ o inferior) pertenecen a B

¢) Si A es un conjunto ordenado y @ #B cA y ¢ es cota superior de B en (A; R) entonces c es

cota inferior de B en (A; R-1) .
d) Si A estid totalmente ordenado y M es el conjunto de maximales (minimales)
entonces | M | =1.

8.16 Sea Aunconjunto,sea|A| =nyseaMy la matriz de la relaciébn R, de orden,
definida sobre A, se pide:

a) Indicar la forma de reconocer un elemento maximal(minimal) usando la matriz
b) Indicar la forma de reconocer el elemento méximo o minimo usando la matriz

16
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1.1 Indicar cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas, justificar.

a) Todo niimero entero que es divisible por 4 lo es por16

b) Todo niimero entero que es divisible por 9 lo es por3

¢) Todo niimero entero que es divisible por 6 lo es por 2.0 por 3

d) Siun nimero entero no es divisible por 6 no es divisible por 3 ni por 2

e) Todo nimero entero que no es divisible por 6 no lo es por 2 o por 3

) Hay nlimeros naturales menores que 100 que son divisibles por 5y por 3

1.2 Considerar el conjunto Z, de los nimeros enteros y para las proposiciones que se dan a
continuaci6n, se pide demostrar las verdaderas y dar un contraejemplo si son falsas.

a) Sia¢o:afa

b) Sia:o/\'neN_—:'alanb

¢) Siazo=allalalalla

d) Siazoaalb+c=albvale

e) Siaz0,c20,alb=ac|b.c

f) Siazo,a|be |al] |b]

g) Siazonrali=]a|=1

h) Sia:to,b;to,a]b/\b]a:>|a|=]b,,équepasariasia,bfuerannﬁmerosnatura]&s?
i) Siazo0,c#0, (al]bac|d)=a.c|b.d
3 Sia#o,bato,caso,(alb/\b|c):>a|c
k) Sia#o,a|b+CAa]b;:->afc

1.3 Demostrar que si a|b A aj ¢ =a| (bx + ¢ y) donde x, y son niimeros enteros

1.4 ¢Cuales de los siguientes niimeros son primos. 75, 57, 87, 124, 37, 945?
1.5 Indicar si alguno de los siguientes paresx y de niimeros enteros son primos

a) XxX=12a+9, y=10a +6 aeZ
b) x=5a+7b,y=20a+2b  a,beZ

1.6 Para los siguientes pares de nimeros dar cociente y resto en la divisién de b por a

a) b=4231, a=7
b) b=-4231,a=7

1.7 Se sabe que el resto de la divisién de un nimero entero por 4 es 3 v si selo divide por 9 es 5,
se pide dar el resto de la division de ese mismo niimero por 36.
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1.8 Demostrar las siguientes propiedades:

a) aeZbeZ= (ab)=(|a,|b])=(b.a)

b) acZbeZceZ=(a(b.c))=((ab)c)
¢) a=0fabl= |a] & alb

d) (a,b):d/\(c,b):l:;(_a.c,b)=d

e) (ab)=1alcrble= ablc

1.9 Para cada uno de los siguientes casos, se pide dar el méximo comtin divisor y escribirlo
como combinacion lineal entera.

a)a=190,b =68
b) b=210,b =25
¢) c= 450, b = 1105

1.10 Completar y demostrar o demostrar, segiin corresponda

a) Sian:[a,a]z ........

b) Sia,beZ[ab]=b & ...

¢) Sia,beZab|=(a ) ........

d) SiabeZfab]=|ab| & ...

e) Sia,beZlab]|=[ba] & ...

) an,beZ,cEZ:[a,[b,cH: ..........

1.11 Indicar cuéles de los siguientes niimeros son congruentes modulo n

a) 1=-1(2)
b) 33=0(11)
¢) 13=33(10)
d) 8=57(7)
e) 5=4(3)

1.12 Dar el valor de verdad de las siguientes proposiciones

a) 11=-1(6)
b) 13=0(2)
¢) 100=10(3)
d) 31=-18(7)
e) 89=-1(9)

18




s ssize < L

U.T.N.F.R.B.A.-DEPARTAMENTO DE INGENIER{A EN SISTEMAS DE INFORMACION
MATEMATICA DISCRETA — CATEDRA GRANADO PERALTA
ANO 2011
TRABAJO PRACTICO N° 3

Teoria de Ntimeros

1.13 Dar los valores de n que hacen verdadera cada una de las proposiciones que se dan a
continuacion ;

a) 5=4(n)
b) 5=-4(n)
¢) 1=0(n)
d) 9=-9(n)
e) 122=49(7)

1.14 Probar las siguientes propiedades

a) a=a(n)

b) a=b@m)=b=a(n)

¢) a=b(n) Ab=c(m)=a=c(n)

d) a=o(n)en/a

e) a=b(n)ac=d(n)=a+c=b+d(n)

f) a=b(n)ac=d(m)=a.c=b.dn)

g) (m,n)=1,a=b(m),a=b(n)=a=b(n.m)
h) ac=be(c.n)=>a=b(n)

i) ac=be(n) (e, n)=1)=a=b(n)

115 Para n=2, 1, 5, se pide:

- a) Darla particién que determina la relaciéon de equivalencia a=b(n) definida en el conjunto Z,

de los nimeros enteros

b) Generalizar la expresion del conjunto cociente para cualquier n natural

1.16 Usando aP = a(p)*, se pide calcular el resto de dividir a® por t: r(ab, t) en cada uno de los
siguientes casos

a) r(547,3)
b) (477385, 17)
c) (3%, 61)

d) r(3*¥, 61)

e) r(472, 1)

1.17 Sabiendo que para un nimero natural, n, denominamos funcion phi de n, al cardinal del
conjunto de los niimeros naturales menores o iguales a n y coprimos con n, que indicamos:

<P_(Il)=|{x eN/x< nf\(x,n)=1}|

Por ejemplo si n = 18, p(18)=| {x eN / x<18 A (x,18)=1}|= {1, 5, 7,11, 13, 17}|=6

13, p son enteros, p es primo, si (a, p) = 1=>aP”=a(p) PEQUENO TEOREMA DE FERMAT
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Se pide calcular:

a) o(1)=1
b) o(2)=1
o) 9(3)={xeN /x<3 A(x,3)=1}={1, 2}=2

d) o(4)={xe N /x4 A(x,4)=1}=1{1, 3}=2
e) o(15)={xc N /x<15 A(x,15)=1}={1, 2, 4, 7, 8, 11,13, 14}=8
) o(12)={xe N /x<12 A(x,12)=1}={1, 5, 7, 11}=4

1.18 Resolver si es posible cada una de las siguientes ecuaciones, indicando, si corresponde,
todas sus soluciones

a) 5x=14(18)

b) 2x=7(7)

¢) 10x=9(3)

d) 3x=7(11)

e) 518x=72(13)
f) 27x=6(3)

g) 102x =14(12)
h) 35x=14(182)
i) 18x=0(15)
J) 7x=1(11)

k) 10x=1(140)
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1. Induccién
1.1 Indicar, justificando, cuéles de los siguientes conjuntos son inductivos

a) A=[-2; +x)

b) {-1, 0} U(1, +x)

c) {xeZ/ -6<sx<1}u{xeZ/x>1}
d) {1,2,3,5,6,7}U(7; +x)

e) Q

1.2 Para cada uno de los siguientes casos indicar si hay alguna hipétesis del principio
de induccién matemaética que no se verifica.

a)p(n):n < 2;b)p(n) VneN;o)pn)=2n+1< n2;d)p(n) :3n? >10;

Hp(n): 2" >n+1

1.3 Probar, usando induccién matematica, si los siguientes enunciados son validos:

n i
5 5n+1
a) Z(g] = 5 - 611

i=1

b) S i(2")=1-(-1)2"

i=1
2 \2
c)i1+23+33+43 +.. .+ =n—(1—1:—3)—
4
2n
d)Zi= 3n(n +1)
= 2
n n
9 g3 2
i=1 2
2 2 9
)Y 3.(2i-1) =n.(4n“-1)
i=1
1 1 1 1 1
2 3

+ s =2, -
2%-1 3%-1 +(n+1)2-1 4 2(n+1) 2(n+2)

2n
h) ) 2i=2n(2n+1)
=1

i)vn e N,n<n?

j)Sike R,k > 0,n € N, entonces (‘1+k)n Sionk
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K)Sia>1,n€N,n > 2 entoncesa” -1>n.(a- 1)
1) Sea n un niimero natural o cero, probar que si A es un conjunto con n elementos
entonces P(A) tiene cardinal 27

n n ,—
m) SiAz Aoyeereeernnnennnes , An, B son conjuntos. Entonces (,nl A, )U B= -Ul(AiU B)
1= 1=
n) Sea n € N,[1,n]= {x eN/ xsn}y(Ai)_ | 1na familia de conjuntos, se pide:
1€

1. Sin=2y lAll = m,\A2| = r probar que ‘Al x A2| = lAlHAQ}
2. Demostrar que: ‘A1 T VY-V S—" xAp|= ‘AlHAzl'lAal ......... |AL]

1.4 Usando induccién matemética probar la validez de las siguientes proposiciones
vneN,6.7" -2.3"

a) VvneN, n3- n es divisible por 3

b) vneN,n®+3n+1esimpar

) vneN, 2n + (-1) ®*1 es divisible por 3

d) vneNu{o},3" -7" -2 es divisible por 8

e) VneN,6.7" -2.3" esdivisible por 4

f) VneN,10" +3.4°" +5 es divisible por 9

g) ¥ne N,x* -y*"es divisible por Xy

2. Sucesiones

2.1 Hallar una expresion general para cada uno de los siguientes casos:

a)1,-1,1,-1, 1,-1, ...
b) 1, 3, 6, 10, 15,...

©) 1, 4, 16, 64, 256,...
d) 5,8, 11, 14, 17,...
e) 5, 15, 45, 135, -----

2.2 Hallar para cada caso la expresion general en forma no recursiva

a)a;=1; ap=an-1 +2, Sin>1

b)ay=2;an=an-1+210-1, sin>1
c)ai=0;an=an-1 +(@-1), sin22
d)ap=0;a1=%;an=Nan -2, sin>2

e)ai=3;an=an1+ 3% sin>1
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2.3 Para cada una de las siguientes relaciones de recurrencia dar el orden, indicar si es,
homogénea, si sus coeficientes son constantes, si es lineal.

a)a, =-2a,,,b)a, =2na,_,c)a, =2na, , +a,,,d)a, =8a, ,-6a, ,+0n°+5,

e)a, = (nlog2)a,, - 6(an_3)2 ,Da,=-2a _ +n, g)a, +n(n-1)=n!

2.4 Definir las siguientes sucesiones mediante una relacioén de recurrencia y clasificarla

a) S:= 0; 1; 3; 6; 10; 15;.e.en......
b) Sa=1;3; 4; 7 115 18; weeeennnene
€) S3=1;3;7;15; 31; errereereecnnrenne
d) S,=1;-3; 9;-27; 81; eoveueuinenes
€) 85= 2; 3; 5; 8 12; wucruvcenncen.

f) S¢= 2; 4; 8; 16; .........

2.5 Dar la solucién general y la solucién particular para las condiciones iniciales dadas
en da uno de los signientes casos
a)a, =2a,_ +8a_ ,,a, =1,a, =0
bla, = 6a

cla, =7a, -10a

a, =2

n-1? .
a,=5a =2

n-2?

d)a, =-8a_, -16a_,,a, = 2,a, =-10

n-27

e)a, =4a,_ -4a,,,a,=2,a, =0

n
fla, =3a,,-2a,,,a,=1,a, =2

ga,=a, ,-a . +a, , -a, ,8,1=0848a =2=2,
2.6 Probar, usando induccién los resultados del ejercicio 2.5
2.7 Resolver cada una de las siguientes cuestiones

a) Encontrar una relacion de recurrencia lineal, homogénea con coeficientes constantes, con
una condicién inicial, que determine la siguiente sucesion y verificar usando induccién.

" Sni=i87 105195 247 siisiesssenianees

b) Encontrar la solucién general de la recurrencia : a n+2 — 3 an+1 = 0. Probar lo obtenido
usando induccion.

c) Para la siguiente relacion de recurrencia:2rp =12Tp-1 -22Tp-2 + 12T -3 Se pide:

la solucién general y una solucién particular para las condiciones iniciales:
a = 0 ; a2=-1y8.3 =1.
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d) Sabiendo que ;= —1yr, = 2, son los ceros de la ecuacién caracteristica de una relacién de

recurrencia lineal y homogénea con coeficientes constantes, se pide definir la relacion y
dar la solucion particular si a, = 1y a, = -2 son las condiciones iniciales.

¢ i 5 i 5 . 1 n n .
e) Sila solucion de una relacién de recurrencia es ap = —(2) - 2(—2) ,11 >0, se pide
4
reconstruirla indicando las condiciones iniciales y clasificarla.
Relaciones recurrencia con raices complejas

Observacion: cuando los ceros de la ecuacién caracteristica son niimeros complejos, para
hallar la solucién general debemos usar la formula que nos brinda el Teorema de Moivre?

La expresion polar de un niimero complejo es z= x + y i= r (cosg + i seng)

El teorema de Moivre se usa para calcular la potencia enésima de un niimero complejo y
tiene la siguiente expresion:

z"= 1" (cos no + i sen ne) ( que puede probarse usando induccion ).

En el caso que tengamos que resolver una ecuacién de recurrencia donde las raices de la
ecuacién  caracteristica sean complejas, sélo hallaremos, en este curso, la solucién general
ya que para calcular las soluciones particulares es necesario poner en juego saberes previos
que no tenemos. ]

Ejemplo para an = 2 ap-1 — 2 a2

El polinomio caracteristico es p(x)= x2-2x + 2
Los ceros de la ecuacién caracteristicason: r1=1+1i,ro=1-i
La solucion general es an = A(1 + 1) + B(1 -)".

2.8 Dar la solucion general de las siguientes relaciones de recurrencia

a) ap=-ap-2
b) an=-4an-2
¢) ap=an-1+ an-2

! Se utiliza para calcular las raices de un niimero complejo
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Relaciones recurrencia lineal no homogénea
Llamamos relacién de recurrencia lineal no homogéneas de orden k, con coeficientes

constante, a una expresién de la forma siguiente:
an= kiap-1 + koan-2 +..+ kranrconn>r (I)

donde Vi=0,k , los ki son niimeros reales
n>k, neN
an=f(n)

Sif(n)= 0 es homogénea

Algunos ejemplos:
a) an = 2ap- + 3(2M
b) an+2an31=n%-n-1

¢) an -2ap1+an2=3
¢Como se resuelven?

1) Dada (I) ( que es la ecuacion de recurrencia que se quiere resolver), llamamos

relaci6én de recurrencia homogénea asociada a (I) ala siguiente:
0= kian-1 + koan-2 +...+ kraprconn>r  (II)
2) Aceptamos, sin demostrar, la siguiente propiedad:

Cualquier solucién (an) de (I), para determinadas condiciones iniciales puede escribirse
como:

an = pn + bhn

hn es la solucién de homogénea asociada

Pn es una solucién particular de (I)

3) Para hallar la solucién particular de (I) , no hay una regla general, sino un
conjunto de pautas

4) Algunos ejemplos:

a) an—3ap1=2
en este caso f(n) es una constante, no depende de n, se puede probar con ap = A
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se sustituye en la ecuacion y se obtiene:

A -3 A =2, dedonde A= -1, por lo tanto la solucién particular buscada es an=-1
s6lo resta buscar la soluciéon de la homogénea asociada

an+1- an=10, a» =1, n=2 (I)

La homogénea asociada es an +1- an=0, de donde an +1= an cuya solucién es
K@)"

La solucién particular se puede pensar como un polinomio de grado 1, digamos
An + B, siendo B solucién de la homogénea, por ser una constante de donde
conviene multiplicar (A n + B) por la menor potencia de n que asegure la no
existencia de constantes (en este caso n)

Queda an= An2 + Bn, (I) se escribe an +1= an+n

Se reemplaza y queda:

A(n +1)2 + B( n+1)= A n2 + Bn +n , operando y comparando los coeficientes de
las potencia semejantes queda:

Para n2: A=A,
Paran: 2A +B= B+1
Para el término independiente: A +B =0

A=Z B=—

2 2

La solucién particular es:
1, .=
an ==n?+(-)n
La solucién de la homogénea asociada esk
La solucién que se busca es:

1 -
an=-n?+(-)n+c¢

Usando las condiciones iniciales queda que c debe ser o y por lo tanto

l -
an = -n? +(Tl)n
& -

Sila ecuaci6n es an= 3 an -1 + 5( 3") se puede proponer pn= A3"
Como la solucién de la homogénea asociada es k3?, reemplazando se llega a
una contradiecién y por lo tanto se modifica por pn= An3® y queda 5n3" como

solucién particular quedando como solucién general: an = k3™+ 5n3", donde el
valor de k se obtiene aplicando las condiciones iniciales.
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d) La siguiente tabla nos ayuda para encontrar la forma de la solucién particular en
algunos casos determinados

‘ F(n) Solucién particular
l k constante
n An+B
n2 An2+Bn+C
| nt t Bntiral Polinomio completo de grado t
r®r real Arh
|
|

2.9 Resolver cada una de las siguientes recurrencias
a) an = 4an-1-3(4")
b) an +2ap1=n2

C) an -2anp-1 = 31’1
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Justificando, indicar cuales de las siguientes operaciones binarias son cerradas en el conjunto
dado en cada caso:

A=N, a*b=2ab
A=Z, a*b=a+2b
A=PB),a*b=anb
A=R,a*b=2a+b-3c,c>a-b
A=R,a*b=|ab]

“N,a*b= {min{a,B}simin{a,b}§4

max {a,b} en otro caso

A
[ { abeZ};*],x*y=x.y

(A @,{a} a,b‘} ) x*y=(xuy)-(xny)
(A=R

{0 ) (xy)* (zt) = (xzyz+1)

Con referencia al ejercicio anterior, cuando corresponda, estudiar las propiedades y la existencia
de elementos caracteristicos '

Analizar si los siguientes pares de operaciones se distribuyen mutuamente

a*b=a+b,a ¢ b=a. ben el conjunto R de los niimeros reales
a*b=a +b,aeb=atenel conjunto R de los nimeros reales
a*b=(a,b),aeb=[a, b]enel conjunto N de los niimeros naturales
a*b=XNnY,aeb=XuUYenA={J,{a, b}{c}{a,b,c}}
a*b=XNnY,aeb=XuUYenP(A),VA

Considerar A = {a, b} y el conjunto A = {f: A — A}. En AA se define f*g = g [{] (%)
vx € A . Se pide dar la tabla para la operacién *.Estudiar las propiedades y hallar el
elemento neutro. Indicar los elementos que tienen simétrico.

Para el conjunto A = {2,4, 8,16, 32} vy las operaciones binarias y cerradas
a*b= (a, b) yaeb= [a, b] donde (a,b) denota el maximo comun divisorentreay b,y

[, b] el minimo comiin miltiplo.Se pide : a)Estudiar en cada caso las propiedades, b) la existencia
de elementos caracteristicos, c)indicar si se distribuyen mutuamente, d)Justificar cada-afirmacion.

Indicar, justificando, cuéles de los siguientes pares alcanzan la estructura de grupo, cuales
son semigrupos y en todos los casos analizar la conmutatividad.
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a)(No;+),(Zs+), ('M{O} ),(z 05(N5.),(Q3.)(Rs+)
b)(Zf),a*b=a+b+nneZ
_ab 2

C)(R;”L) *b —2—-5

7.SeaG = {a,b,c,d} y(G;*)un grupo.Se pide determinar los elementos que faltan en la tabla

de la operacién *

8.Sea X # @, demostrar que (A = {f :S > S/ fesAbiyectiva} ;*),dondef * g =f[g (.x)],ere S tiene

estructura de grupo. ¢Qué pasa si las funciones son inyectivas?

9. Aplicar el resultado anterior al conjunto finito A = {a,b,c}.

-

10. Sean (G,;*,)y(G,;*, ) dos grupos con neutro e,ye, respectivamente. Probar que
(G, xGy;*),(x5¥) *(z:t) = (x*, Z;y *, t) es un grupo, e indicar las condiciones para que sea

abeliano.

11. Aplicar el resultado del ejercicio anterior a

*

(o]
(A={o,1};*,), oo
1

1
1 (B={on2}s,).”
1 0

12. Demostrar:

a) Si ( G; *) es un semigrupo con neutro ¢, el conjunto G' = Inv(G) = {x eG/x'e G}
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€s un grupo.
b) Si (G; *)es un grupo entonces(G; -)donde X*y=y*Xx esungrupo
c) Si (G; *) es un grupo con neutro e, x,y € G entonces (x * y)' =y *x'
d) (G;*)es un grupo abeliano < (x * y) =x'*y'
e) Si (G; *) es un grupo con neutro e; dados a, b probar que existen x, y tales que
a*x=b,y*a= by que esos elementos son inicos
f) Si (G;*) es un grupo con neutro e, probar: a*c=b*c=a=b,c*a=c*b=a=>b
g) Si (G; *) es un grupo con neutro e donde para cada elemento x, X *X = ¢ entonces G es un

grupo abeliano
13. Resolver, si es posible, las ecuaciones en el conjunto dado con la operacién indicada en

cada caso

a)(Z;.),2x=2
b)(1;2)*(x;y) = (0;1) en el grupo del ejercicio n® 11

A(1;2)+(xy)= (2;9)eﬁ(N2;+) , N es el conjunto de los nimeros naturales
d)2x+1=-3 enRcon la multiplicacién usual

! 14. Se sabe que en todo grupo, el elemento neutro es su propio simétrico. Probar que si
(Gs*)es un grupoy lGl es par, entonces hay, por lo menos, otro elemento de G que

| es su propio simétrico
15. Sea (G;*)un grupo con neutro e, seaH ¢ G . Demostrar que H es un subgrupo de G siy
solamente si :
H= O,

aeHbeHentoncesa*b'eH

16. Responder cada una de las siguientes cnestiones:

a) Para el grupo <A={@,{a},{b},{a,b}}:*),x*y=(xuy)—(xmy).

Probarsi H= {Q,{a}} ,T= {@,{a,b}} ,P= {{b} ,{a}} son subgrupos

b) Sea S={ab,c}yelgrupo(A ={f S — S/fesbiyectivaj;*),f*g= f[g(x)],vxeS
Probarsi H = {f,,f,},T = {ﬁ,f4,f5} son subgrupos. Considerar:
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, ={(=52),(bsb),(c; C);,f = {(as).(bse). (@)} £, = {(asc), (bsb). (o a)}
4 = {(z2),(bie),(b)}E; = {(a3b), (bsa) (ese)} - £ = {(ase), (bsa).(e;b)}

¢) Parael grupo (Zs#), probar que H=nZ = {x € Z,x =nz,n,z e Znesfijo} es subgrupo

17. Sea ( G,‘") un grupo y sean y H, K subgrupos. Demostrar o refutar cada una de las siguientes

afirmaciones:

a)H ~ K es un subgrupo de (Gs*)
b)H UK esun subgrupode (G;*)
¢)H- K esun subgrupode (G*)
d)HAK es un subgrupode (G:*)

18. Considerar el conjuntoA = {(0;0),(0;1),(1;0) ,(1;1)} y la operacién  dada por :
(a+c;b+d)si a+c<1,b+d<1

(0;0) en cualquier otro caso

(a;b)*(c; d){

Se pide: analizar si (A;*) tiene estructura de grupo En caso afirmativo, determinar todos los

subgrupos. En caso negativo, definir un subconjunto de A que con la misma operacion tenga
estructura de grupo y determinar todos sus subgrupos. Justificar.

19. Probar que:

)(Z +)con[a] [b] =[a + b]es un grupo abeliano
b)(Zp;®)con[a] ®[b]=[a.b] es un semigrupo abeliano

c) Probar que en el grupo (A = {1,2,3,4} #) con la operacién dada por

*|4 3 2 1
4|4 3 2 1
3|3 4 1 2
212 1 4 3
11 2 3 4

larelacion R ¢ A’ definida por la siguiente matrizMy =

O O = =
O O = =
- o= 0 0
)

es una relacién de congruencia (equivalencia y compatible con la operacién dada)
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20. Hallar el subgrupo generado por el elemento dado en cada uno de los siguientes casos:
a)(i),(G = {1,-1,i,-i};.)
b) ((a;b), (bse),(c;a) )en 8.

c) (c) en (G;*) con la operacion definida por la siguiente tabla : +la b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ d e f a
c|le d e f a b
d|d e f a b ¢
ele f a b ¢ d
f1f "a%hb e d “e

21. Sabiendo que para el grupo de los restos moédulo n, los generadores son:
GenZ, ={[k]/(k,n)=1,1<k <n-1}, se pide dar los generadores para n = 18 y n primo.

22, Dar la red de subgrupos para el grupo simétrico S;, para el grupo de los restos moédulo 8, médulo
5y médulo 12 y el grupo del ejercicio n° 18

23. Un grupo G tiene subgrupos H y K. Encontrar todos los posibles 6rdenes de HLIK,
para cada uno de los siguientes casos:

a) |H|=16, |K|= 20

b) [H| = |K|=7

¢) [H|=3, |K| =5

d) Si |G|= 24 y| H|= 4,¢cuéles son los posibles 6rdenes para el cardinal de K?

24. Hallar las clases laterales determinadas por cada subgrupo en el grupo dado en cada caso.
Indicar, ademas cudles son subgrupos normales. '

a) ((0; o)> en el grupo del ejercicio 11

b) Para los subgrupos del grupo del ejercicio n°18
c) Para el grupo ({(: g),a, ¢, de R};+j y el subgrupo S= {(: g),ce R}

d) Para el grupo (Z,,+),H = (6)

e) Para el grupo (Z,, - {0};®); H= {1,6,11,—2_1}

25. Sea (G;*) un grupo Yy sea el conjunto Zé = {x eG/x*a=a*xVac G} . Probar que es un
subgrupo de G e indicar si es normal. Justificar cada afirmaci6n.

26. Sean (G,*)un grupo y H un subgrupo probar:
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a) 8i |G| = n,H es subgrupo de (G#*) y|H| = 2 entonces H es normal
2

b) Si lGl =n,Hes sﬁbgrupo de (G;‘* ) entonces |H| / iGl

27. Sea (G¢*) un grupo y (Hi )ieN una familia de subgrupos de (G;*).Nes el conjunto de los

n
nimeros naturales, probar que Hi es un subgrupo del grupo dado. Si todos los
‘ i=1

subgrupos fueran normales, se pide demostrar que la interseccién es un subgrupo normal.
Justificar cada afirmacién.

28. Probar si las siguientes funciones son homomorfismos de grupos, si corresponde dar niicleo e
1magen

a)f :(23;1) —)(Zs;)/f([x]) =3-X
b)f:(Z#) - (52#)/f(x) = 5x
O (R-{a}2) > (R-{0}:)/ (3) =

29. Hallar todos los isomorfismos entre los grupos ( Z 4;:)): ( z,-{o} ,®)

30. Indicar, justificando, si el grupo simétrico S, es isomorfo al grupo de los restos médulo 24
(Zz4;+)

31. Probar que la funcién f : (Ry#+) — (M, (R);.)/f(x)= [cosx i

es un homomorfismo de
senx cosx :

grupos. Clasificarlo.

32. Considerar el subgrupo multiplicativo de C (niimeros complejos), (1) ={i,-1,1,-1} y el grupo los
restos mddulo 4. Se pide probar que son isomorfos. '

33.Seaf :G, - G,unisomorfismo de grupos, probar que la funcién inversaf,’ : G, — G,es

también un isomorfismo

34. Hallar el indice que cada subgrupo determina en el grupo simétrico 83 y en el grupo de los restos

médulo 12. Dar, cuando corresponda el grupo cociente.
35.Responder, justificando adecuadamente si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos:

a) En un grupo cada elemento tiene un Gnico simétrico’

b) Un grupo puede tener mas de un neutro

¢) Puede haber un grupo donde falle la propiedad cancelativa

d) Todo conjunto de niimeros que es grupo bajo la suma lo es respecto de la multiplicacion
e) Todo subconjunto de un grupo es un subgrupo bajo la operacién inducida

f) El grupo simétrico S, tiene n elementos
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g) Todo grupo ciclico es abeliano

h) Todo grupo abeliano es ciclico

i) Todo subgrupo de un grupo abeliano es abeliano y normal

j) Siun subgrupo de un grupo G es abeliano, el grupo G es abeliano

k) Todo grupo factor de un grupo infinito es infinito

) Lacomposicion de homomorfismos de grupos es un homomorfismo de grupos
m) Todos los grupos del mismo orden son isomorfos
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Redes

L. Indicar, justificando, cuales de los siguientes conjuntos ordenados constituye una red
a
b b
e d
g a
a b b
Y d e
d

2. Considerar el conjunto ordenado (A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ;<<). Se sabe

a

411213,5117,6(8] 9,m.ci.{2,5} = 2,m.ci{3,7} =3, v¥x1<xVx10<x
m.ci{7,8} =m.ci. {7,6}=m.ci{7,9}=7, m.cs.{2,5} = m.cs.{3, 5}=m.cs.{4,5} =5,
m.c.s.{s, 6} =6. Si “m.c.s” significa menor cota superior y “m.c.i.” significa mayor cota
inferior, indicar si la informacién suministrada es suficiente para hacer el diagrama de Hasse.

3. Demostrar o refutar:

a) Si (A;<<) esta bien ordenado entonces es una red
b) Sea (A <<) una red, A est4 totalmente ordenado < vx < A. Yy € A,

m.cs.{xy}=y,mei{xy}=x
¢) El conjunto {0, 1} con la conjuncién y la disyuncién es una red.

4. Resolver, justificando, cada una de las siguientes cuestiones:

a) Paralared (D4o; |) hallar dos subconjuntos distintos B y C de manera tal que B con el
orden restringido sea una subred y que C no lo sea.

b)Sea( (A) ) conA = {1 2 3} .Definir las operaciones cerradas

N:P(A)xP(A)—P(4)

U:P(A)x P(A) =5 P(A),y mostrar que (P(A);U;m)es una red.
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5. Consideraren conjunto A = {a, b, ¢, d, e, f, g } y las operaciones dadas por las tablas

v |la b ¢ d e f g Ala b ¢ d e f g
a |la ¢ ¢ d e a g a |a f a f a
b fc b ¢ d e b g b |f b b b b f b
c |c ¢ d e ¢ g c la b ¢ ¢ ¢ f ¢
d{d d d d g d g dla b c dc f 4
e |le e e g e e g e |la b ¢ ¢ f e
f ja b ¢ d e f g f |f f £ £ f f f
g jg ¢ g2 &8 g8 g &8 g |a b c d e f g

Se pide dibujar el diagrama de Hasse, y probar si (A;v; A)es una red

6. Sea A= {a. b,c, d,p,m} , completar la siguiente tabla y definir la operacién dual, de

modo de obtener una red.

via bcdmp
a bdd aop
b ppPbop
c d ¢ p
d d p
m p
P

7. Sobre un conjunto finito A, considerar una red con primer elemento p y ltimo
elemento u, e indicar los elementos neutro y absorbente para cada una de las
operaciones. Justificar en cada caso.

8. ¢Cudles de las siguientes son redes distributivas?
a)Dog,avb=mem{a,b}=[a,bl;arnb=mem{a,b}=(a,b)
b)A=P(B)conB={xy,z} yavb=aubjarb=anb

c) a
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d)

c

9. Sean(A<,)y(Bi<,)dosredes, se pide:

a) Probar que (A xB;<)donde(x;y) <(z;t) & x <, ZAYy <, tesunared

b) Si (Av,;A,)y(B3v,;A, )son redes distributivas, probar que (A x B;v;A),donde :
(xy)v(zt)=(xV,zyV,t),

(xy)A(zt)=(xA Yy A, L)

Es una red distributiva.

10. Considerar las redes de los ejercicios 4, 5, 6 y 8 y hallar los elementos complementarios.
Identificar los casos en que cada elemento tiene un tnico complemento, aquellos en los
que todos los elementos tienen complemento y aquellos en los que existen elementos

sin complemento.

11. Resolver indicando si la solucion existe y en ese caso decir si es tinica,

21VX=7

a) En (D42;[x,}*];(x,y)), {

b) En (P(A)jun),conA = {a,b,c},{{b_}ﬂx =g

21AX=42 xyl=xvy,(xy)=xAy
\ =

©) En (Dyofxyl{xy)).{2vx=1,  [ny]=xvy(xy)=xAy

12. Establecer un isomorfismo para cada uno de los siguientes casos.

a)A=D

B=D,,

42°
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b)A =P(C),C={1,2,3} yB={x e P(L)},L esel conjunto de 4tomos de P(C)

Algebra de Boole — Funciones booleanas

1. Probar que (A =1,2,3,4};v;~), donde las operaciones estin definidas por las tablas que
q

se dan a continuacién, alcanza la estructura de algebra de Boole:

v[1234/\|1234
111 2 3 4 1|1 1 1 1
2|2 2 2 2 2|1 2 3 4
3|3 232 3/1331
414 2 2 4 4|1 4 1 4

2. Indicar, justificando, cudles de Iog siguientes conjuntos con las operaciones dadas en
cada caso alcanzan la estructura de Algebra de Boole.

a)(Dp3vin), avb=[a,b],anb=(a,b),n=p,.p,.p;....0, conp, =p,sii=j

b)' (Dpivin),avb=[a,b],anb=(a,b)

¢)(Av;n),donde [A| =18

d) Si A es un conjunto, (P(A);)

3. Analizar la validez de las siguientes propiedades en un 4lgebra de Boole B, con neutro
0p vyl para las operaciones v, A respectivamente, dar un contraejemplo si son falsas

a)va,vb,a=b < (a/\-ﬁ)v(;/\ b) =0g
b)Va,‘v’b,('a/\b)v(a/\g)= a
¢)Vva,vb,(a /\b)=;VB

d)Va,Vb,Vc,av(b /\E)=;/\(b ve)

e)va,vb,a<b< b=<a
fiva,vb,siasb=an(bac)=bna(anc)
g)va,vb,ve,av(bac)=ba(avec)

4. Para el slgebra de Boole (Dws ;v;/\) donde avb=[a,b],anb=(a,b), sepide:

a) Eldiagrama de Hasse.
b) El complemento de cada elemento
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¢) 3 sub algebras distintas de la trivial

d) Identificar los 4tomos y establecer definir un isomorfismo entre (D105 ;v;/\)y el conjunto

de partes de los 4tomos
e) ¢Cuantos isomorfismos se pueden definir? écuantas funciones biyectivas no son
isomorfismos?

5. Para cada una de las siguientes expresiones booleanas dar la funcién booleana que
determinan.

a)El(XI; Xa; X3) = le(XQ /\X3)
b) Eo (%3 Xo; X3) = (Ka v X2) A (X3 V X3) B
¢ )Ea( %53 X5 %3) = (XA X3) V(XA X2) V(X2 A X1 AXg)

6. Simplificar

a)f(x‘;xz;xs) =X, v[(xl v xz) /\(xl VX,V xz)]

b)f(x‘;xz;xs) = [(xl A xz)v (x2 A X;)V X3] A X,

c)f(x]:xz) =x, A[X: v (x; /\(x_, v x:))]

7. Expresar las siguientes funciones booleanas en forma candnica en minitérminos

(forma normal disyuntiva) y en forma canénica en maxitérminos (forma normal
conjuntiva)

a)f(xl;xz;xs) =X, /\(X2 A x3)

b) f(x:;%2;%3) = X1 V (X2 V X3)

c)f(xl;xz;x:,') =X,V (xz A xs)
@) f (xisX25%X3) = (K1 v X2 ) A (X0 v X3)
e) f (x3; X2) = (X1 v X2) A (3 A Xg)

8. Cada una de las siguientes tablas definen funciones booleanas. Se pide:

a) Las formas candnicas en minitérminos y maxitérminos en cada caso.
b) La forma canénica en maxitérminos para h(x) = f(x; v; z) Ag(x; ¥; 2)

¢) La forma canénica en minitérminos para t(x) = f(x; y; 2) vg(x; y; 2)

x |y |z f(x;y; 2) g(x; y; 2)
1 1 1 1 (0]
1 1 0 1 ‘ (0]
1 |o |1 ) 0
1 (0] 0 (o] (o]
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Disefiar una red de compuertas con entradas x, y que produzca salidas a, b, c en las

- siguientes condiciones:

- a=1,b=c=0,six)y
- b=c=0,a=1,six =y
- c=a=1,b=0,six(y

Un examen consta de 4 preguntas. Las respuestas correctas son la 1° es Verdadera,

la 2° es Falsa, la 3° es Verdadera y la 4° es Falsa. Construir una funcién booleana
que analice cada examen y distinga los aprobados de los reprobados. Se considera
aprobado con tres o mds respuestas correctas.

Se quiere construir una alarma para un automévil a través de un sistema de
compuertas de modo tal que la alarma suene si: Si el motor estd funcionando y

alguna de las puertas se encuentre abierta. El motor ests sin funcionar, las luces

encendidas y algunas de las ventanas est4 abierta. El motor esta funcionando y el

“cinturén de seguridad se encuentra desabrochado. Se pide disefiar el sistema y dar

su forma normal disyuntiva

Carlos gan6 un bono de $6700 en un supermercado y el dinero se efectivizara sélo
en el caso de utilizar la mayor cantidad posible, no repetir productos y elegirlos de
la lista que se da a continuacién. Se pide disefiar una red de compuertas que
explicite la situacién.

TELEVISOR $3200
DVD $1100
NOTEBOOK $4500
NETBOOK $2300

Describir, con una funcién booleana, cada uno de los siguientes diagramas de
compuertas

40




U.T.N.F.R.B.A.-DEPARTAMENTO DE IN GE}TIERiA EN SISTEMAS DE INFORMACION
MATEMATICA DISCRETA — CATEDRA GRANADO PERALTA

A)

B)

C)

E)

D)

F)

ANO 2011
TRABAJO PRACTICO N°6

Algebras de Boole

Y
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Grafos

1. Dibujar el grafo G = {1,2,3,4,5,6};{al,az,a3,a4,a5,a6,a7};(p)dadopor
3 | a a a a a 3

a, a !
o(a) | {5:2} {51} {4} {53} {6.4] {6.1}{21] |

2. Para cada uno de los siguientes grafos, dar explicitamente la funcién de incidencia

i)

ii)

m m
¥
TN P
S

3. Dar para cada uno de los grafos de los ejercicios anteriores ejemplos de vértices
adyacentes, lazos, aristas adyacentes y paralelas y en cada caso las matrices de
adyacencia e incidencia.

4. Para el grafo G = (V ;A;(p) cuya matriz de adyacencia es M, , dada por:

—1 01 1 0 1-
01 0 01 1
Ma - 101 1 01
101 0 OO
01 0 010
1 1 1 0 0 O
Se pide:
a) El diagrama del grafo
b) La matriz de incidencia

¢) El subgrafo que se obtiene suprimiendo el subconjunto de los vértices cuyos elementos
sean los de mayor y menor grado.
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d) El subgrafo que se obtiene suprimiendo las aristas que inciden en por lo menos un
vértice de grado par. '

5. Dibujar el grafo G = (V; A; ¢ ) cuya matriz de incidenciaes M;, dada por:

1
0
1
0

D o O e e
(=Ral=T il =
O ey s O

o o o = =

0

6. Establecer una relacién entre la matriz de incidencia y las caracteristicas del
diagrama del grafo.

7. Resolver cada una de las siguientes cuestiones:

a) Identificar los caminos simples de mayor y menor longitud para el grafo del
ejercicio 1

b) Indicar el camino elemental de mayor longitud para el grafo i) del ejercicio 2

¢) Mostrar un camino finitoy cerrado para el grafo ii) del ejercicio 2

d) Dar los caminos simples y elementales para los grafos de los ejercicios 1y 2

e) Identificar los grafos conexos de los ejercicios 1, 2, 4,5

8. Considerar el siguiente grafo:

c k 1
m
d
]
e h T

Resolver cada una de las siguientes cuestiones:

a) Caminos simplesentreayg

43




z——

U.T.N.F.R.B.A.DEPARTAMENTO DE INGENIERIA EN SISTEMAS DE INFORMACION
MATEMATICA DISCRETA — CATEDRA GRANADO PERALTA
ANO 2011
TRABAJO PRACTICON® 7
Grafos, Digrafos, Arboles

b) Menor niimero de aristas que es necesario suprimir para interrumpir el camino
entrebyd
¢) ¢Hay algiin camino cerrado entre cy ¢ de manera que pase solamente una vez
por cada uno de los vértices restantes?
d) ¢Es posible partir del vértice ¢, pasar por todos los vértices y no regresar al c? : '
e) ¢ Se puede comenzar por un vértice recorrer todas las aristas exactamente una :
vez?( se permite pasar més de una vez por los vértices y no es necesario volver al
vértice del que partio)

9. Dar el grado de cada vértice de los grafos de los ejercicios 8 y 1
10. Si G = (V; A;0) es un grafo simple de 15 vértices, épueden todos tener grado 5?

11. Dar el nimero de aristas de un grafo simple si sus vértices tienen los signientes ‘
grados: 8,6, 6,4, 4

12. Estudiar si existe un grafo simpe con 5 vértices y los siguientes grados

a)3,3,3,3.3 2
b)e,;1;2,2,3 .

€)3,4,3,3,2

13. Si G = (V;A;0) es un grafo conexo con | A |=26 y grad. (v) 24 para todos los
vértices de V, se pide indicar el nimero mayor del cardinal que puede alcanzar V.

14. Si'G es un grafo simple con 52 aristas dar el menor nimero de vértices que puede
tener

15. Un grafo tiene 32 aristas, 4 vértices de grado 5, 3 de grado 4 y el resto de grado 2.
Se pide dar, justificando, el nimero de vértices.

16. Sea G = (V;A;p) un grafo conexo sin bucles donde cada vértice tiene grado 3.
Calcular el niimero de aristas y de vértice si se sabe que |A| = 2|V|-6

17. Considerar los grafos completo K, y bipartito completoK, , ; s€ pide: !

a) En cada caso el cardinal de los conjuntos de aristas y vértices

b) Caracterizar la matriz de adyacencia en cada caso

¢) Caracterizar la matriz de incidencia en cada caso ; |

d) Indicar, justificando si todo subgrafo de un grafo bipartito completo es bipartito J
completo ‘ ‘

e) Dar el nimero de puentes en cada caso
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18. Demostrar o refutar con un contraejemplo:
n.(n-1)

a) SiG= (V;A;q:} esun grafo completo con |V| = n, entonces lAI =
2

b) En todo grafo de dos o mas vértices debe haber dos vértices del mismo grado
¢) Todo subgrafo de un grafo bipartito es bipartito

19. Si es posible dar un caminoy / o un ciclo de Euler para los siguientes casos:

a) Grafo bipartito completo K24
b) Grafo del ejercicio 8

20. Para los grafos bipartito completo Km,n y completo Kn. Dar condiciones sobre m
y n para el primero de los grafos y sobre n para el segundo para que existan
caminos de Euler. Caracterizar, ademas en ambos casos la matriz de adyacencia

o1. Sea G = (V;A;¢) un grafo con un namero par (2n) de vértices y matriz de
: adyacencia:

wle 5 )

Se sabe que B, C, D son matrices cuadradas de orden n Responder, justificando,
cada una de las siguientes cuestiones:

a) Si C es la matriz nula, ¢es conexo?
b) Si B=D, ées bipartito completo?
c) SiG es conexoy la suma de los vértices es 2n-2, ¢es un 4rbol?

22. ¢Cuéles de los siguientes grafos tienen caminos y / o ciclos de Hamilton

23. Si es posible dar un camino y / o un ciclo de Hamilton para los siguientes casos:

a) K;.K, ¢influye que n sea par o impar?
b) K,.,K;,.K;z, ¢influye que n, m sean ambos pares o ambos impares, 0 uno par

y el otro impar?
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24. Para las siguientes afirmaciones se pide, demostrarlas si son verdaderas y exhibir
un contraejemplo si son falsas

n(n—3)+

a) En un grafo completo K, n > 3,el ntimero de aristas es|A| = n

‘b)Para un grafo bipartito completo G =K, ,,, €l cardinal de las aristas es n.m y el de los
vértices m+n

¢) Todo subgrafo de un grafo bipartito completo es bipartito completo
d) SiG = (V;A;¢)es un grafo no conexo con k componentes conexasy [V|=n, |A|=m.

Entonces,n<m+k

25. Indicar si los siguientes pares de grafos son isomorfos, si corresponde exhibir el
isomorfismo

a)$ &

b)

26. Demostrar o refutar:

a) Grafos isomorfos tienen igual niimero de vértices y aristas
b) f:(V;A;0,)—(V,;A,;9,)es unisomorfismo de grafos, v € V, entonces el grado

de v es el mismo que el grado de f(v)

c) Existen grafos no isomorfos con el mismo nimero de vértices y aristas

d) Si Gy T son dos grafos isomorfos y T tiene un ciclo de Euler entonces todos los
vértices de G tiene grado par.

e) Si G, =(V;:A;:¢,) yG,=(V,;A,;¢,) son isomorfos existe un orden conveniente en

V2 / Ma(G“l) =Ma ( Gz)
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Digrafos

1. Parael digrafo G = (V;A;S) , cuyo diagrama se da a continuacion:

G' Vi 3y Vo
as a, ] ER) 3
\ a3 ag a
gy &
ay

ag
v
Resolver cada una de las siguientes cuestiones:

a) Definicion formal

b) Bucles

¢) Aristas paralelas y antiparalelas

d) Vértices y aristas adyacentes

¢) Matriz de adyacencia

f) Matriz de incidencia

g) Pozosy fuentes
h) Grado positivo, negativo, neto y total para cada vértice

o. Siete ciudades A, B, C, D, E, F, G estan conectadas por un sistema de autopistas, de la
forma que se daa continuacion:

(1) I-22 va de A a C pasando por B

(2) 1-33 va de C a D, pasa por By sigue hacia F
(3) 1-44 va de D por E hacia A

(4) I-55 va de F a B pasando por G

(5) 1-66 vade G a D.

Considerando que las ciudades son los vértices de un digrafo y las autopistas las aristas,
se pide:

a) Modelizar la situacion usando un digrafo

b) Dar los caminos simples entre Gy D

¢) Indicar el menor ntimero de tramos de autopista que se pueden cerrar de modo que
el paso entre By D quede interrumpido

d) Justificar si es posible salir de C y regresar a C pasando por todas las otras ciudades
solamente una vez

¢) Indicar si es posible comenzar en alguna ciudad y viajar por todas las autopistas
pasando por cada una de ellas solamente una vez(se pude visitar una ciudad mas de una
vez y no es necesario regresar a la ciudad de la que se parti6)
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3. Hay cuatro tipos basicos de sangre: A, B, AB y 0. El tipo 0 puede donar sangre a los
-cuatro tipos, A y B pueden donar a AB lo mismo que a su propio tipo pero el tipo AB sélo
puede donar a AB. Dibujar un grafo dirigido que muestre esa informacion.

4. ‘Sea G = (V; A;8) un digrafo, en el conjunto de vértices V se define la siguiente relacién v
Rw < “v = w v existe un camino de v a w v existe un camino dewav”
Probar que la relacion R es de equivalencia.

Arboles
1. Parael grafo G=(V; A; 0 ) ,con [V |= 5 dibujar todos los &rboles no isomorfos.

. Sean G, = (V;;A;;0,) v G, =(V,3A,;9,) dos arboles donde | Az|= 26y
[V4] = 2| Ao|. Determinar: | Vi, [Va| v |A4l.

. Sea G= (V;A;Lp) un grafo conexo que tiene 23 aristas, 7 vértices de grado 1, 3 de grado 2,

7 de grado 3 y n vértices de grado a determinar para satisfacer, si es posible, cada una de
las siguientes situaciones:

a) G sea un arbol
'b) G no debe ser arbol

4. Probar que un arbol con n vértices tiene (n — 1) aristas

5. Sea T un arbol con 12 vértices que tiene 3 vértices de grado 3, 1 vértice de grado 2. Se pide
dar la sucesion de gados de los vértices

. Seaun grafo G = (V;A;9) , conexo, sin ciclos y con n vértices, entonces » g(v)=2(n-1)
. : viv

Sea G =(V;A;p) un grafo conexo, probar que es un arbol si y solamente si toda arista es un
puente.

. SeaG= (V;A;q)) un bosque con n vértices y k componentes. Deducir y demostrar una
expresidén que calcule el ndmero de aristas.

. Después de etiquetar los vértices que no lo estan en el diagrama I que representa un arbol ,
se pide responder cada una de las siguientes preguntas:

a) ¢Cudles de los vértices son hojas?

b) ¢Qué vértice es la raiz?

¢) éQué vértice es el padre de g?

d) éQué vértices son los descendientes de f?
¢) ¢Cuéles son los hermanos de d?

f) ¢Cudl es el nimero de nivel del vértice j?
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8) ¢Qué vértices tienen el nivel 3 ?

h) ¢Cual es la altura del 4rbol?

1) ¢Es un 4rbol balanceado?

J) ¢Es m- ario, para algiin m?

k) ¢Es regular?

I) ¢Es pleno?

m) Dar los subérboles con raiz en f, b y d. Caracterizarlos.

®
[}
ed——o

diagrama (I)

10. Para el arbol del gjercicio anterior establecer un orden para los hijos del mismo padre.

11. Indicar, al menos un par de 4rboles isomorfos entre los siguientes:

S

9wt
o e e A

quetarlo y recorrerlo, si es posible, en orden previo, orden

12. Considerar el siguiente arbol, eti
simétrico y orden posterior
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13. La siguiente expresién: xy+ 3 Txy -3 T-xy*/ estd dada en notacién polaca inversa, se
pide recuperar el arbol, escribirla en notacién infija usual y simplificarla

14. La siguiente expresion: ((7-a) / 5) * ((a + b)T3) esta dada en notacién infija usual, se pide
recuperar el arbol, escribirla en notacién polaca y en notacién polaca inversa

15. La siguiente expresion: (a + b-c) | (d * e3) estd dada en notacién infija usual , se pide
recuperar el arbol, escribirla en notacién polaca y polaca inversa

16. Dar un ejemplo de arbol binario, con por lo menos 3 vértices en el que:

a) Los recorridos en orden previo y orden simétrico sean el mismo
b) Los recorridos en orden posterior y orden simétrico sean los mismos

17. Indicar si los siguientes enunciados son verdaderos. Justificar

a) La siguiente expresion dada en notacién polaca inversa no puede ser expresada en

notacién infija usual: ab+cd*ef /—+a*
b) El recorrido de un arbol en orden simétrico alcanza para definir una operacién aritmética

50




U.T.NFREA JEPAETSMENTD DE INGENIERIA EN SISTEMAS DE INFORMACION
MATEMNATIOS DISCRETA — CATEDRA GRANADO PERALTA

2011
TRABAJO PRACTICON® 8
Lenguajes, gramiticas, automatas
Lenguajes
1. Paralas palabras w; = 1001, w2 = 0, wg = Ade V*siendo V = {0,1} se pide:
wiwa, Wiws, wawy, wikwa, (wikwz R, (wawiR)R, (wiwaws)R, (wiwzRwaR)R

2. Considerar el alfabeto V = {a, b. c} y dar, por enumeracion:

a) Todas las palabras de longitud <1
b) Todas las palabras de longitud < 2
c) Todas las palabras de longitud < 3

3. Dar la longitud de cada una de las palabras del ejercicio 1

4. Probar que si Ves un alfabeto, el conjunto V* de todas las palabras que se pueden
escribir con las letras de V es un semigrupo, bajo la concatenacion y caracterizarlo.

5. Probar, usando induccién matemética que si Ves un alfabeto, we V ,neNuU {0}

entonces long (w“) = n.longw

6. Paraw =3214deV ,conV ={0,1,2,3,4},se pide dar :long (ww ) ,long ()\wm )14

7. Paraloslenguajes L, = {ab,ba} L, = {bab} Ly = {)\} ,L, =9, de
V', siendoV = {a,b} se pide:
R
LL,LL,LL,LL,(LL,) 5L}, L35, L, ULE, L NI, Ly UL,

122 M2™3r 1 g? 12921

8. Probar que si V es un alfabeto, el conjunto P (V*) de todos los lenguajes de V¥es un
semigrupo, bajo la concatenacion y caracterizarlo

9. Considerar el alfabeto V={0,1} y los lenguajes L:={01,11,0} y L= {10,1}, se pide:

a) Calcular L, xL, y L,L, e indicar, en cada caso, el cardinal
b) Dar un ejemplo donde ILle‘ <lL1HL2|

10. Describir I°L,,L,I2 y(L,L, )" si L, = {1},L, = {0}

11. Se sabe que para todo lengnaje L, A € L, ¢cuandod e L ?

12. Probar o refutar :

AN ={A) =)
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b) Si V es un lenguaje, V¥ =V* -{ Ay

13. Calcular las clausuras positiva y de Kleene del lenguaje vacio

Gramaticas

a)
b)
c)
d)

a)
b)
c)
d)

Para la gramatica G = (Vn ;Vt;P;s) dondeV, = {a,b, s} Vi = {0,1,2} ylas

producciones de P estan dadas por: s — ab,a — 01 | oa1, b—2]|b2.
Se pide dar por lo menos 4 palabras del lenguaje que genera y las derivaciones para
encontrar las palabras 01222, 000111222

Considerar la gramatica G =({ e, u, t, v, f {14, +, %, (,), }; P; e) donde las
producciones de P estan dadas por : e Suyudt/u+t,v> /v f> 1/
(e) . Dar cinco palabras del lenguaje que genera.

Hallar una gramatica que genere cada uno de los siguientes lenguajes:

Li= {02" conn>2}

Lo {om1“2m,nzo,mzi}
ILg= {0o%1?" ,n2>1}

L4= {(o1)"01,n20}

Considerar la graméatica G = ({x, yv:z,t}{0,1] ;P;x) y clasificarla de acuerdo con las

reglas gramaticales que se dan en cada caso:

x—»zyt,t—>o|1,0y—>1,1y—>o,oz—->1,1z-—>o|1

x -zt zt>ty,y—>1, 20

x—>2y|yz, 251, y—>0 : 1
X—1y|1z, y—0,z—0]|1

Para las expresiones regulares sobre el alfabeto V= {0,1}-, que se dan a

. ., * ® x * * * * x *\" .
continuacién: 01 0;0 1 ;(01) ;0 vor ;(ovi)o ;(o 1 ) en cada caso dar cinco
palabras y el lenguaje regular asociado

Mostrar si las siguientes gramaticas son equivalentes:

G:=({a, b, c};{0,1};P; a)
a— co; co - 1b1;1¢c > 0b0o;b—>A /0 ;c—o1

Gz = ({a, b, c};{0,1};P; a)
a—1b; b—1/1c/oc,c—1
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G3 = ({a, b}:{0.1};P; a)
a—1bi/1;b—1/0
AutOmatas

1. Dibujar el diagrama de transicion y dar la definicién formal para cada uno de
los siguientes diagramas de transiciones:

2 iy (B el
ala b aesestado inicial
blb a @ bsonestados finales
b)

a es estado inicial

¢ es estado final

e 51a b
0 es estado Inicial
o|o 1
1 es estado final
71 o2k
213 1
3 1

2. Dado el diagrama de transiciones dar explicitamente la funcién de transiciones y la

definicion formal

a)
:
¥ o ¥ o
- @
b)
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Con referencia al ejercicio anterior y mediante la observacion del digrafo dar el
lenguaje que reconoce cada autémata. Justificar usando las reglas.

Clasificar los automatas de los ejercicios anteriores en deterministicos, no
deterministicos y completos.

Considerar el alfabeto V = {0,1} y disefiar un A.F. que responda cada una de las

siguientes situaciones

Acepte un lenguaje no finito cuyas palabras tengan un ntimero impar de ceros
Acepte solo las siguientes palabras 001; 100; 000; 111
Acepte un lenguajes no finito cuyas palabras tengan un niimero impar de letras

Diseflar un autémata finito deterministico que reconozca el lenguaje
L=(abvaba) v a ,y dar el diagrama de transiciones.

Sea el autémata finito M = ({p,q}{a,b} #p;{q}) donde la funcién 5 se define por la
tabla de transiciones:

Se pide indicar, justificando, si las palabras aZb, ba, b2a pertenecen al lenguaje
reconocido por el automata

8.

Disefiar un autémata finito que reconozca un lenguaje no finito, sobre V = {0,1}
cuyas palabras tengan un ntimero par de ceros y un nimero impar de unos

Definir una gramatica regular que genere el lenguaje L= {aa, bb, ab, ba} y dar el
Autdémata finito que lo reconoce
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